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2 METODA KONECNYCH DIFERENCI V CASOVE OBLASTI

| ]

V této Casti prace se budeme zabyvat metodou konecnych diferenci. Metoda je
zaloZena na tom, Ze ptivodné spojita hledana funkce je nahrazena sadou diskrétnich funk¢énich
hodnot. Nehledame jiz tedy pribéh funkce, ale jen sadu jejich hodnot v uzlovych bodech
diskretizacni sité (odtud téz plyne alternativni pojmenovani — metoda siti).

Nejprve se budeme kratce zabyvat metodou koneénych diferenci ve frekvenéni oblasti
(Finite-Difference Frequency-Domain, FDFD), poté metodou koneénych diferenci v ¢asové oblasti
(Finite-Difference Time-Domain, FDTD). Na zavér kapitoly srovname obé metody pfii feSeni
jednoduchého ptikladu.

2.1 Metoda konecénych diferenci ve frekvencni oblasti

P1i feSeni radioelektronickych a mikrovinnych obvod je tato metoda nejcastéji
uzivana k feseni Helmholzovy rovnice

AE+k*E=0 (2.1)

Ve které E znaci hledanou hodnotu — zde intenzitu elektrického pole a & je vinové
Cislo. Tato rovnice ma stejny tvar pro celou fadu veli¢in harmonicky proménného
elektromagnetického pole. Na mist¢ £ ve vztahu (2.1) mohou stat napiiklad fazory indukci
elektrického a magnetického pole D a B, intenzita magnetického pole H, magnetického vektorového
potencialu 4 nebo Hertzovych vektort. Laplacelv operator obsahuje druhé parcialni derivace podle
prostorovych proménnych. Jeho diferen¢ni aproximaci v ekvidistantni kartézské siti s diskretizacnim
krokem 4 ziskame snadno Taylorovym rozvojem funkce E takto:
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kde teckami vyznacujeme pokra¢ovani rozvoje a situacui ilustruje obr. 2.1.
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Obr. 2.1. K odvozeni diferen¢ni nahrady Laplaceova operatoru pro metodu konecnych diferenci ve
frekvenéni oblasti

Sectenim rovnic (2.2a) az (2.2f) obdrzime
E+E,+E,+E,+E,+E =
2h*(0*E  O'E  O'E (2.3)
7 + 7 + y +...
4 \ox" oy oz
Uvazime-li, ze diskretiza¢ni krok 4 je maly, je pak dominantni pfi¢inou chyby urc¢eni druhych

derivaci nenulovost ¢tvrtych derivaci a tato chyba klesa se ¢tvercem velikosti diskretizacniho kroku,
neboli uvedeny vyraz urCuje derivaci s presnosti druhého adu

_E+E,+E;+E,+E;+E,—6E,
= X

Analogickym postupem lze odvodit diferenc¢ni nahrady Laplaceova operatoru pro 2D

=6E,+h’AE+

AE +O(h*) (2.4a)

problémy:
E+E,+E,+FE,-4E,
h2

AE = +0(h?) (2.4b)

a 1D problémy:
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E+E,-2F
AE= ! 22 0

+O(h?) (2.4c)

Nyni diferen¢ni ndhradu (2.4a) aplikujeme na Helmholzovu rovnici (2.1). Hledanou
(spojitou) veli¢inu £ nahradime vektorem jejich diskrétnich hodnot v uzlech sit€. Vzhledem k tomu,
ze rovnice (2.4a) udava hodnotu Laplaceova operatoru v uvazovaném uzlu sité s pomoci hodnot
v okolnich uzlech sité, obdrzime soustavu linearnich rovnic

—~AE+kL’E=0 (2.5)

kde matice A v sob¢ obsahuje jak diferenc¢ni ndhrady druhych derivaci, tak i okrajové,
popf. hrani¢ni podminky. Nalezeni hodnot hledané veli¢iny je mozné, pokud zname hodnotu
vlnového ¢isla k. Velmi Casto je vSak prave toto ¢islo neznamé. Uvazujme napiiklad tlohu, pfi niz
hledame rezonancni frekvenci dutiny vyplnéné dielektrikem. Pro vinové Cislo £ plati

k=2 \[us (2.6)

Nalezeni vinového cisla £ je mozné nasledujicim postupem: Nejprve piepiseme vztah
(2.5) do standardniho zapisu soustavy linearnich rovnic:

(k*1-AJE=0 2.7)

kde I je jednotkova matice stejného fadu, jako matice A. Tato soustava rovnic bude mit
netrivialni (nenulové) feseni prave tehdy, kdyZ determinant vyrazu v zavorce na levé stran¢ (2.7) bude

nulovy, tedy kdyz k* bude vlastnim ¢islem matice A (srovnej [2.5]). Matice A ma obecné fadu
vlastnich ¢isel, ktera odpovidaji jednotlivym rezonan¢nim frekvencim dutiny. Vlastni vektory této
matice pak odpovidaji rozloZenim elektromagnetického pole pfi rezonanci na ptislusné vlastni
frekvenci dutiny. Hustota (pocet uzli) diskretizacni sité pfitom urcuje pocet vlastnich ¢isel matice A a
tim i po¢et modi kmitani, které je numericky model schopen postihnout.

Uvedeny postup si nyni miizeme demonstrovat na zjednoduseném piikladu: Méjme dutinu

v dobrém vodici ve tvaru kvadru, pfi¢emz jeho strany jsou po fadé 2a, 3a, 2a (obr. 2.2.). Hledejme
rezonanc¢ni frekvence modi, které maji intenzitu elektrického pole toliko ve sméru x.
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Obr. 2.2. Tlustrace feseni jednoduchého rezonatoru metodou koneénych diferenci ve frekvencni
oblasti.

Pro slozku intenzity £ _plati Dirichletova okrajova podminka £ =0na ¢tyfech sténach
rezonatoru, totiz na sténé levé, pravé, predni a zadni, tedy po fad€ pro stény spliujici
podminky y =0,y =3a,z =0,z =2a . Pro zbyvajici stény rezonatoru pak plati Neumannova

OF
podminka a—x = 0 na spodni a horni sténé, tedy pro x =0a x =2a. S uvaZzovanim téchto podminek
X

1ze pro hodnoty ve dvou vnitinich uzlech sit¢ v rezonatoru napsat soustavu linearnich rovnic. Uzel E1
obklopuje Sest dalsich uzli sité. Tti z nich lezi na sténach s Dirichletovou okrajovou podminkou,
hodnoty E v téchto bodech tedy budou nulové. Dva z nich lezi na stén¢ s Neumannovou podminkou.
Podminku nulovosti derivace podle normaly zajistime tak, Ze hodnotu funkce E v téchto bodech
polozime rovnu El. Zbyvajicim uzlem v sousedstvi je jiz jen uzel E2. Na zaklad¢ obdobné tivahy pro
druhy uzel s neznamou hodnotou E2 jiz 1ze sestavit matici soustavy A:

4 1

1 0 o T T2
kz[o 1} @ &= 2:8)

a4

. . ['5 3 . . L
pfi¢emz vlastni Cisla této soustavy davaji k, =,|—, k, =,/]— . ReSeni jsou dvé a popisuji
a a

pole dvou modd, diky velkému diskretizaénimu kroku @ ne dosti presné. Vliv velikosti diskretizaéniho
kroku na presnost ur¢eni rezonanc¢nich frekvenci rezonatoru bude v této kapitole rozebran podrobné;ji
na jiném miste.

Metoda konec¢nych diferenci ve frekvencni oblasti je metodou, ktera se k vypoctim
elektromagnetickych poli pouziva jiz jen zfidka. V soucasné dobé je jednozna¢né ptekonana jinymi
metodami, ob¢as byva uzivana k urceni vlastnich frekvence kmitl soustav. V tomto dile ji popisujeme
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predevsim jako pomocny prostfedek k pochopeni metody FDTD, které se budeme vénovat v dalsich
odstavcich.

2.2 Zakladni principy metody konec¢nych diferenci v casové oblasti

Pokud bychom plné znali soucasny stav n¢jaké soustavy a vSechny zakony, kterymi se fidi, mohli
bychom pIn¢ piedpovédet libovolné vzdalenou budoucnost takové soustavy. Bylo by k tomu
zapotiebi jen dostate¢né vykonného pocitace. Bohuzel (nebo mozna bohudik) je vesmir natolik
rozlehly a zakony, kterymi se tidi natolik slozité, Ze je moznost jeho kompletniho popisu zcela mimo
nase moznosti.

V mnohem jednodussim ptipad¢ elektromagnetického pole vSak toto omezeni nemusi platit. Na
makroskopické urovni je toto pole velmi piesné popsano Maxwellovymi rovnicemi, které popisu;ji
souvislost Casové zmény elektromagnetického pole a jeho okamzitého rozlozeni. Jeho vypocet
zpravidla pozadujeme v omezeném prostoru, ktery neni nijak s okolim spojen. Navic je pocet velicin
pole pfiznivé nizky — zpravidla jen dva vektory E a H. Ve vétSin€ technickych tloh miiZzeme navic
vyjit z podminky nulovych hodnot veli¢in pole v pocate¢nim ¢ase (tedy mame k dispozici pifesnou
znalost pole v celém vySetfovaném objemu). Tyto skute¢nosti hovoii pro moznost vypoctu
elektromagnetickych poli v ¢asové oblasti. Je ovSem tfeba rovnéz tak uvést, ze pii praktické realizaci
vypoctu pole v ¢asové oblasti mizeme vzdy brat v uvahu hodnoty pole v konecném poctu bodi a
¢asti, navic pak jen s kone¢nou pfesnosti. To musi nutné vést k tomu, Ze vypoctena pole se budou od
poli skute¢nych do jisté miry odchylovat.

2.2.1. Zakladni vztahy pro FDTD

Pii metodé kone¢nych diferenci v Casové oblasti vychazime z diferencidlniho tvaru
Maxwellovych rovnic

6)(1:.[ :a_DJrjind + jen > (29)
t
UxE -8 (2.10)
ot
V-D =p 2.11)
V-B =0 (2.12)
D=%¢-E (2.13)
B=ji-H (2.14)
J=6E (2.15)

Piitom E a H znadi vektory intenzity elektrického a magnetického pole, DaB jsou vektory
elektrické a magnetické indukce, J ot @ jen znaci vektor plosné hustoty proudu indukovaného a proudu

vnuceného zdroji, p je objemova hustota naboje a V diferencialni (tzv. nabla) operator. Interakce
elektromagnetického pole s prostfedim je zde popséana (tenzory) permitivity £ , permeability ji a



vodivosti & . Obecny popis v dalsim vykladu této kapitoly aplikujeme na izotropni prostfedi, v némz
jsou uvedené veli¢iny dany skaldry &, i,0 .

Prvé dvé Maxwellovy rovnice (2.9 a 2.10) obsahuji na pravé strané casové derivace vektora
elektromagnetického pole. Podle Taylorova rozvoje (2.10) miizeme hodnoty magnetické indukce B
zapsat jako

B(t+At)=B()— AtV XE (2.16),
pokud v rozvoji zanedbame casové derivace druhého a vyssiho radu.

Derivace podle ¢asu i prostorovych soufadnic nahrazujeme pfi vypoctech metodou FDTD
diferencemi. Takovou nahradu lze provést nékolika zptisoby. Derivace lze nahradit diferencemi, a to
dopiednymi

_F(x+A)—F(x)

OF | ox~ 2.17)

A
Zp&tnymi oF 1ax T ) _Z (x=4) (2.18)
nebo centralnimi OF | Ox~ Flx+Al2)=F(x=A/2) (2.19)

A

Pro néhradu prostorovych derivaci lze nalézt takové usporadani diskretiza¢nich uzli pro
jednotlivé slozky pole, aby potiebné derivace byly vzdy pocitany z diferenci centralnich, které
aproximuji hodnotu derivace vérnéji.

Pokud se casovych derivaci tyce, neuzivaji se zpétné diference (vedou k divergenci vypoctu pro
libovolnou velikost ¢asového kroku). Dopfedné diference umoznuji nalézt vypocetni postupy
bezpodminecné stabilni pro libovolnou délku kroku. Stabilita je vykoupena nutnosti inverze matice
v kazdém kroku vypoctu. Stabilita vypoctu sama o sobé neznamena piesny vypocet. Po pocatecnim
nadseni zajem o bezpodminecné stabilni metody opadl, nebot’ pro stejnou presnost vypoctu nepiinaseji
usporu vypocetniho Casu. Proto je nejrozsitenéj$i metodou diskretizace v Case ta, ktera i Casové
derivace nahrazuje centralnimi diferencemi.

Takova diskretizace pti vhodném rozdéleni slozek pole, z nichz n€které jsou diskretizovany
v Casech nAt a jiné v Casech (1/2+n) At, je stabilni pokud ¢asovy krok At nepiekroci jistou mez, tzv.
Courantovu podminku. Tato kriticka hodnota je zndma piesné€ pro kartézsky souradny systém, pro
nekteré dalsi byla urCena ptiblizné. Metoda vypoctu s takto posunutymi ¢asovymi fezy se v anglicting
nazyva ,leapfrog method. UrCeni meze stability se budeme v této kapitole zabyvat pozdéji.

V kartézské souradné soustaveé byla metoda FDTD poprvé pouzita v [2.1]. Elektromagnetické pole

mad Sest slozek, jmenovit¢ £, E , E., H , H , H_.Pro asovy vyvoj pole Ize pak odvodit
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modelovani poli.
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n )7 E),:J,_/,k+1/2 _E;lj,j,k—l/z _ ),»lj+1/2,_j,k _E;l,i—l/z,_j,k
14 A Ay Ax
2uc'

kde zapisem E, ;;, mame na mysli hodnotu slozky intenzity elektrického pole ve sméru x v uzlu
sité¢ s indexy i, j, k. Horni index pak pouzivame pro vyznaceni ¢asu — E" zna¢i hodnotu veli¢iny E v n-
tém Casovém kroku, tedy v Case ¢ =n At . Posun diskretizace v ¢ase vede na necelo¢iselné hodnoty
indexu 7 a posun jednotlivych veli¢in v prostoru stejnym zpiisobem vede na neceloCiselné hodnoty
indext i,j,k. Geometricka interpretace téchto indexi je ukdzana v nakresu jedné bunky diskretizacni
sit¢ na obr. 2.3.

"'V rovnicich (2.23) az (2.25) je zaveden vliv ztrat pii stiidavém magnetovani prostfedi pomoci ,,vodivosti o .

Jeji fyzikalni vyznam bude jesté v dalSim textu zminén. Vodivost & v rovnicich (2.20) az (2.22) v sob¢
obsahuje jak skutecnou ohmickou vodivost prostiedi, tak i vliv dielektrickych ztrat.
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Obr. 2.3. Buiika prostorové diskretiza¢ni sit€¢ FDTD v kartézské soufadné soustaveé

Vztahy (2.20 az 2.25) maji velkou vyhodu v tom, Ze hodnoty intenzit elektrického pole jsou
pocitany z hodnot intenzity magnetického pole a naopak. To umoziuje ukladat v paméti pocitace
kazdou uzlovou veli¢inu toliko jednou. Jakmile je vypoctena hodnota v dal$im ¢asovém kroku, lze ji
stavajici hodnotu pfepsat.

V celé fad¢ ptipadi je vypocet provadén mimo magnetika a vodiCe, v prostiedi bez
dielektrickych i magnetiza¢nich ztrat (,u =y,0=0,0'= O) , popf. mimo vodice v prostiedi s konstantni
permeabilitou. Pocet numerickych operaci 1ze pak snizit zavedenim mefitka pro jednu z intenzit pole.
Tim lze usettit tfi nadsobeni pii pfepoctu kazdé bunky. Zavedeme- li naptiklad métitko pro intenzitu
elektrického pole tak, ze

E'=——F (2.26)

a uvazujeme-li stejn¢ velké diskretizacni kroky ve vSech tiech prostorovych souradnicich
Ax = Ay = Az , miizeme psat

n+l/2 n—1/2 " _m " _m
H _H +Ey,i,j,k+1/2 Ey,i,j,k—l/z+Ez,i,j—1/2,k Ez,i,j+1/2,k (227)

x,i,j.k x,i,j.k
Hn+l/2 _Hn—l/Z + Evn _Em _+_E|n _Em (2 28)
Vi, j.k T Ty gk z,i+1/2, .,k z,i-1/2,j,k X0, j,k=1/2 X0, j, k+1/2 .
n+l/2 _ n-1/2 " _m "m _gm
Hz,i,j,k _Hz,i,j,k +E x,i+1/2, j,k E x,i=1/2,j.k +E v,i-1/2, .k E V,i+1/2, ).k (2.29)

m+1 _m n+1/2 _ n+1/2 n+1/2 _ n+l/2
E Ex,i,j,k+C(Hz,i,_/+1/2,k H 1/2,k+Hy,i,j,k—1/2 H ) (230)

x,i, j.k T z,0,j= Vi, jok+1/2

i+l _wm n+l/2 n+l/2 n+l/2 n+l/2
E E +C(Hx,i,j,k+l/2_Hx,i,j,k—l/Z+H -H ) (2.31)

vl gk T i, gLk z,i-1/2, j,k z,i+1/2, j,k



m+1 _om n+1/2 _ n+1/2 n+1/2 _ n+l/2
Ez,i,_/',k_Ez,i,j,k+C(Hy,i+l/2,j,k Hy,i—l/Z,j,k+Hx,i,_/'—l/z,k Hx,i,j+1/2,k) (232)
2
(A7)
kde C=——7F"—

- 2
# &(Ax)
Tato zména méfitka intenzity elektrického pole méa vyhodu v tom, Ze k pfepocteni vSech Sesti
slozek elektromagnetického pole v jedné bunice FDTD je tieba toliko tif nasobeni a 24 s¢itani.

Vztahy (2.20) az (2.25) definuji numericky model, ktery zachovava dulezité veliciny, totiz
naboj, proud a indukéni toky. Vypoéty s pomoci tohoto modelu maji jednu dilezitou vlastnost, kterou
velice oceni ti, kdo ,,ladi* programy zalozené na FDTD: Pole v kazdém kroku vypoctu ma piimy
fyzikalni vyznam elektromagnetického pole existujiciho v dané struktute v ur¢itém case.

2.2.2. Buzeni numerického modelu a korespondence mezi frekvenéni a Casovou
oblasti

Soustava rovnic (2.20 az 2.25) umoziuje vypocitat Casovy vyvoj elektromagnetického pole ze
znamého pocateéniho stavu. Pocateéni podminkou je ve vétsin€ feSenych uloh stanovena nulova
hodnota vektord pole v celé vySetfované oblasti. Toto zadani je doplnéno buzenim — tim, Ze vnutime
do nékterych uzli sité v ptislusném case nenulové hodnoty pole. Jednou z mozZnosti je naptiklad pouzit
poctu krokti se hodnoty vektorti pole v uzlech sité ptiblizi ustalenému stavu, takze mame k dispozici
kompletni feSeni pole v uvazované struktute na dané frekvenci. Takové vyuziti FDTD je mozné,

v piipad¢ linearnich soustav (obvodu, prostiedi) vsak existuje feSeni efektivnéjsi. Ziskame — li pomoci
FDTD c¢asovou odezvu linearni soustavy na vhodny vstupni signal, mizeme ji transformovat do
frekvencni oblasti pomoci Fourierovy transformace. Tak miizeme pfi jediném b&hu analyzy ziskat
odezvu soustavy v $irokém pasmu frekvenci.

Dulezita je volba vhodného pritbéhu budiciho signalu. Zdanlivé vhodnym vstupnim signalem je
Diractv impuls, nebot’ obsahuje rovnomérné v§echny frekvence. Prakticky vsak jej pro FDTD
nemuzeme vyuzit, nebot’ (diskrétni) numericky model ma ze své podstaty omezenou frekvenéni
charakteristiku (Omezeni vyplyva jednak ze Shannon-Kotélnikovova vzorkovaciho teorému, jednak i
z disperze numerického modelu — viz oddil 2.2.4). Namisto néj se uzivaji signaly, které maji omezené
spektrum. V praxi se nejcastéji pouziva bud’ impuls Gausstv

S(tn):e[tn;)j (2.33)

nebo Blackmann-Harrisuv v ¢asovém okné

S(t,)= 0,35875+0,48829cos[%j+

—+ 0,14128 COS(MJ + 0,01 168008( 37[(tn - tc )]
N N

piitom ¢, je doba, pfislusejici n-tému ¢asovému kroku, 7, polovi¢ni $itka impulsua N pocet

(2.34)

Casovych krokil vypoctu ptipadajici na ¢, . Signal se uvazuje jako nenulovy jen v ¢asovém okné od

t—t. do t+t. . Tak je tento signal omezen nejen ve frekvencni, ale 1 v ¢asové oblasti.
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Uvedeny signal vnutime piime do pfislusnych uzl sité. Je pritom dulezité, aby tento signal trval
nejvyse tak dlouho, nezli k t€émto uzliim dorazi vina odrazena od vlastniho obvodu. Pokud bychom tuto
zésadu nedodrzeli, odrazila by se v misté buzeni vina zpét do vySetfované struktury a tim by zkreslila
vypocétené rozlozeni pole.

Pti vypoctu vlastnosti mikrovinnych obvodt je ke spravnému vybuzeni struktury tfeba znat a
aplikovat rozlozeni pole viny na vedeni, kterym je vySetfovana struktura napajena. Rovnéz tak pro
urc¢eni hodnot pfenosii a odrazi je vhodné za vystupni signal soustavy brat nikoli hodnotu v jednom
uzlu sité, ale skalarni soucin vypocteného rozlozeni elektromagnetického pole s rozlozenim pole
ptislusného modu vystupujici viny. Zvlasté vhodné je to tehdy, kdyZ jsou na uvezovaném vedeni
jednotlivé mody ortogondlni. Pak totiz miizeme popsaného skaldrniho soucinu vyuzit k vylouceni
zbytkd vyssich vida, které by ovlivnily hodnotu snimanou v jednom nebo nékolika malo uzlech sitg.

Oziejmeéme to na piikladu vypoctu pole v koaxialni struktute. Na vstupni i vystupni brané lze
predpokladat dominantni mod TEM. Elektricka intenzita piislusna k tomuto modu ma radialni smér.
Pokud se rozhodneme pro buzeni Gaussovym impulsem, budeme do bun€k vstupni brany vnucovat
hodnotu

E(rt)=—o (2.35)
r

Za vystupy vin na jednotlivych branach bereme
1
S@)=) E,().— (2.36)
i h

kde sumace je provadéna ptes vSechny buiiky v daném fezu koaxialniho vedeni, 7; je
vzdalenost od osy struktury.

Tento postup je jednoduchy v ptipadé€, kdy jsou rozloZeni intenzit elektromagnetického pole
znama, tedy zejména v piipad¢ vinovoda s kovovym plastém, kde 1ze rozlozeni snadno odvodit nebo
nalézt v literatute [2.8,2.13]. Pro jiné typy vedeni je nékdy tieba rozlozeni pole vidu urcit dalsim
vypoétem metodou FDTD.

2.2.3. Disperze numerického modelu, Courrantova podminka

Doposud jsme uvedli zakladni vztahy pro vypocet elektromagnetickych poli v Casové oblasti
pomoci metody FDTD. Opomijeli jsme pfi tom dtlezitou skutecnost, které se nyni budeme vénovat
podrobnéji. Diskretizaci ptivodné spojitého pole a nahradou derivaci diferencemi — jak prostorovymi,
tak i casovymi — se nutné dopoustime urcité chyby. Pro praktické uziti je znalost této mozné chyby
dilezita. Znalost vztahu mezi velikosti diskretizacniho kroku a chybou vypoctu zpétné umoziuje
stanoveni hustoty diskretizacni sité pro dosazeni pozadované piesnosti.

Uvazujme feSeni pole v homogennim izotropnim stacionarnim dielektriku, pficemz pouzijeme
jednotek normalizovanych tak, aby platilo £ =1, g =1, o =0.Pak mizeme vynasobit vztah (2.9)

imaginarni jednotkou a secist s (2.10), ¢imZ obdrzime kompaktni formulaci prvych dvou
Maxwellovych rovnic

JV x (1—7 + jE):%(F] + jE) (2.37)



Substituci 7\:(1—7 + ]E' ) ziskdme zapis

- 0
JVxA=—A (2.38)
ot
Uvazujme nyni rovinnou vlnu, ktera se §ifi prostorem v obecném tthlu. Mizeme pro ni psat
e %0k JAx+k,JAy+k KAz~
A,,IJ,K =A%e( AAx+k,JAy+k KAz a)nAt) (239)

kde jsme polohu vzorkl pole v diskretizacni siti oznacili velkymi pismeny, aby nedoslo
k zamén€ indexu K s konstantou Sifeni k =k _+k, +k.. S uvazovinim vztahti (2.20) az (2.25) pak

-0 kA -0 l; A -0 7 N
* sin kA, +2sin| 2 |+Z sin kA, XA =
Ax 2 | Ay 2 | Az 2 o
(2.40)

ziskame

Rozepsanim vektorového soucinu na levé strané (2.40) do rovnic pro tfi slozky A ,A , A,

obdrzime homogenni soustavu rovnic. Vzhledem k tomu, Ze trivialni feSeni znamena nulové hodnoty
pole, je z technického hlediska zajimavé jen feSeni netrividlni. To existuje prave, kdyz je determinant
soustavy nulovy. Podminkou pro to je

Cae
Lol (2] Ll

Odnormujeme-li nyni prostiedi, objevi se rychlost svétla ¢ na levé stran¢ rovnice:

(] - |
Lol ] fel 2] e8]

Po vysetieni disperze numerického modelu zbyva provést srovnani se Sifenim viny spojitym
(skutecnym) prostfedim. Disperzni rovnice zde ma tvar
2
R S L (2.43)
c
Srovnanim (2.43) a (2.42) snadno nahlédneme, Ze pro diskretiza¢ni kroky blizici se nule jsou
ob¢ rovnice identické. Pon¢kud obtiznéjsi je ureni chyby v ptipadé kone¢nych krokii. Je mozné je
provést numericky [2.2]. Vysledny pomér fazovych rychlosti Sifeni ve volném prostoru a
v numerickém modelu zavisi.na sméru Sifeni viny. Tak pro pét diskretiza¢nich fezli na vinovou délku
se podle sméru Sifeni viny pohybuje mezi 0,942 az 0,982, pro deset fezti mezi 0,988 az 0,995 a pro 20

L (2.41)

(42
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polovinu klesa chyba pfiblizn¢ 4x.

Numericky model (2.20 az 2.25) se tedy chova jako anizotropni prostiedi, a to i v pfipad¢, ze
jeho prostiednictvim modelujeme izotropni prostfedi. VIny se v tomto modelu §ifi vzdy pomaleji, nezli
ve skutecnosti. Vznikla chyba v urceni rychlosti Sifeni roste s elektrickymi rozméry vySetfované
struktury. Tak napft. pro 20 diskretiza¢nich fezli na vlnovou délku a vzdalenost odpovidajici 10
vlnovym délkam dojde k fazové chybé asi 11 stupni. Tyto vlastnosti jsou uvazovanému modelu vlastni
a nelze je snadno odstranit. Ovliviiuji pfedev§im pfesnost uréeni faze pienost vysetfovanych struktur a
ptesnost urceni rezonancnich frekvenci rezonatort.

Vzhledem k nahradé ¢asovych derivaci centralnimi diferencemi je vypocetni proces stabilni jen
do ur¢ité velikosti ¢asového kroku. Tuto velikost kroku je snadné urcit pro kartézskou soufadnou sit’.
Kritickd mez (Courrantova podminka) je dana jako

1 1

(&) () ()

-1/2

At< (2.44)

c je pfitom rychlost svétla v opticky nejfidSim prostiedi v uvazované struktufe.

P1i praktickém navrhu diskretizacni sité postupujeme zpravidla tak, Ze nejprve urc¢ime pocet
diskretizacnich fezli v prostoru. Volime jej zpravidla tak, aby na jednu délku viny v opticky nejhustsim
prostiedi pfipadalo alespoii 10 diskretizacnich fezti. Vlnovou délkou pfitom rozumime délku viny o
nejvetsi frekvenci, na niz chceme vyhodnocovat vlastnosti obvodu. Pfitom musime zajistit, aby budici
signal neobsahoval vyznamné mnozstvi frekvencnich slozek s frekvenci jest¢ vyssi. Uméme zvolené
diskretizaci pak ur¢ime velikost casového kroku podle (2.44).

PovSimnémeé si, Ze pro zmenseni fazové chyby 4x je tfeba snizit prostorovy diskretiza¢ni krok
2x. To vyvola osmindsobné zvyseni poctu uzlovych veli€in a zaroven zkraceni ¢asového kroku na
polovinu, vypocet tedy bude pravdépodobné¢ trvat 16x déle.

2.2.4. Implementace okrajovych podminek

K nalezeni feSeni pro konkrétni elektromagnetické pole je tiecba Maxwellovy rovnice
v diferencialnim tvaru doplnit o okrajové podminky. Bez nich je zadani ulohy netuplné. V metodé
FDTD tyto podminky nutné potfebujeme pro piepocet okrajovych uzli sité. Kazda veli¢ina je totiz
pocitana z hodnot dvou jinych veli¢in, které s ni sousedi. Uzly na okraji struktury vSak takové sousedy
nemaji, a proto je musime urcit jinak.

Pomérné jednoduché je zavedeni elektrickych a magnetickych stén, ne kterych pozadujeme
nulovost tecné slozky prislusné intenzity pole nebo nulovost derivace podle normaly. Postaci pak
pozadovat bud’ nulovost tecné slozky, nebo nulovou derivaci (to je totozné s nastavenim hodnoty rovné
hodnote slozky téhoz druhu a sméru lezici nejblize ve sméru normaly.

Poné¢kud obtiznéjsi je zavedeni podminek absorpénich, které by mély zarucit bezodrazové
zakonceni sité. Pfitom prave tento druh podminky je velmi potfebny pro feSeni mnohych poli,
napfiiklad pro nalezeni vyzarovacich diagramt antén, feSeni odrazti vin od ptekazek a poli
v bezodrazovych komorach.

Pomérné dobte lze realizovat bezodrazové zakonceni numerické sité v ptipadé, kdy je znam
smér viny dopadajici na sténu sité. Takova situace nastava na vedenich dostatecné daleko od vSech



diskontinuit. ProtoZze se vina §ifi smérem ven z obvodu znamou rychlosti, mtizeme do bunék na hranici
numerické sit¢ dosadit hodnoty ze sousedicich vnitinich bunék, odebrané ve vhodném piedchozim
okamziku. Tak pokud by rozhrani lezelo v roviné x =0 a vlna se k nému blizila proti sméru osy x siti
s diskretiza¢nim krokem Ax , mizeme pouzit

Ax

n+l _ on+l-M _
SO,y,z_Sl,y,z , M —E (2.45)

kde musime pouzit takovy casovy krok, aby M vyslo celociselné. Takto provedené bezodrazové
zakonceni se od idedlniho lisi jen kvili numerické disperzi, kterd méni rychlost Sifeni viny (viz oddil
2.2.3). Prakticky lze realizovat odrazy na tirovni i —100 dB.

Ve vétsing uloh nezname pfedem smér, ze kterého bude vina na rozhrani dopadat. To
znemoziuje ucinnou absorpci vyse uvedenym zakoncenim sité. Proto bylo postupem ¢asu vyvinuto
n¢kolik dalsich metod zakonceni sité (absorpcnich podminek, anglicky Absorbing Condition, zkracené
ABQ).

Engquist a Majda zvilili ptistup tzv. jednosmérné vinové rovnice. Myslenku mtizeme ukézat
nasledovné:

Zapisme vInovou rovnici pro libovolnou intenzitu pole U
o’U o°U 0°U 10U
Tt ot 5 =0
ox~ 0oy 0z" ¢ ot

Jj(wt—kr)

(2.46)

Uvazime-li harmonickou zavislost U = Ue , miizeme psat pro derivace

a—Uz—jkiU a %—gzja)U.Pakplati

i

2
(kj Ttk k] —a’—zJU=0 (2.47)

C

coz mizeme rozepsat nasledovngé:

2 2
by =2k 2 | k| Lk =K U =0 (2.48)
C C

Rovnici () lze operatorove zapsat
LU=LLU=0 (2.49)
o> o° 0° 1 0°

kde operator L =—+—+—_— ———5 umoziuje Sifeni v libovolném sméru. Naproti
ox~ oy° 0z° c° ot

tomu operatory L' respektive L popisuji §ifeni vin pouze v kladném, resp. zdporném smyslu osy x.
Kdybychom tyto operatory znali, mohli bychom je aplikovat na funkci U a tim zcela odstranit odraz od
zakonceni. I kdyz bylo dokazano [2.11], Ze tyto operatory umoznuji totalni pohlceni vin dopadajicich
pod libovolnym thlem, nejsou dosud piesné znamy. Rzni autofi je riznym zplisobem aproximovali,
¢imz ziskali zakonCeni numerické sit€¢ umoziujici upln€ absorbovat viny dopadajici pod jednim nebo i
n€kolika rGznymi uhly.
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Uzivanou aproximaci pfizpusobenou diskretizovanym hodnotam poli uvedla prace [2.12]. Necht’
W znaci libovolnou te¢nou slozku pole na hranici x =0, tedy E., E,, H., H,. Nejprve ur¢ime derivace
v puli diskretiza¢niho kroku pomoci ptislusnych diferenci:

ow! 1 ow" ol
or? E i or> (2:30)
1k 0,/.k 1,j.k
o _ v [aw™ _aw™ s
oxdt|, o 2A, | Ox i Ox i, '
owl _1|ew  awl 0.5
2 5 2 2 :
ox~ |, m 2| ox Lik Oox 0k
ow| 1 o*w|"  ow!
. =~ Sl o (2.53)
5)/ 1)k 8y 1,7,k ay 0,/.k

Druhé derivace pak nahradime primérem druhych derivaci v okolnich bodech dosadime do a po
upravé obdrzime postup pro aktualizaci hodnot uzlt lezicich na hranici

n+l1
Wlo, ik =
n—1 CAt_A n+1 n—1 2A n n
sl Y Sovews (W‘LjkarW‘Osf’k)JrcA vy (W‘O,J’NW‘LL/«)*
( )zf x rox (2.54)
cA, F Ax
t n n n n n n
+)(Wo,jﬂ,k‘2Wo,j,k+W0,j—1,k*Wl,j+1,k‘2W1,j,k*Wl,j—l,kj+

2
o{a, Jla,
y t X

(CA )ZAX n n n n n n
+Ty(—)2 s Flea, v (W‘o,j,kﬂ =~k oyt I j ko1 =2k +W\1,j,k_1)

Murova podminka umoziuje dosahnout odrazu 0.05 az 0.01.

Vyssi tlumeni odrazené viny je mozno dosahnout dal§im pfistupem — pomoci tzv. dokonale
pfizpisobené vrstvy (Perfectly Matched Layer — PML). V nasledujicim textu se budeme vénovat této
podmince, pfi¢emz budeme Cerpat piimo z [2.6].

Dopada — i elektromagneticka vina na rozhrani dvou prostiedi, dojde zpravidla k odrazu tehdy,
pokud nejsou vinové impedance obou prostredi shodné. Vinova impedance je ptitom dana vztahem

@
z,= -1 (2.55)
jos+o

Ve velké vétsing tloh dopadé vina na hranici vySetfované oblasti z prostfedi s malymi nebo
zadnymi ztratami, tedy z prostiedi s redlnou hodnotou impedance. Ma-li dochdzet ke tlumeni viny,
musi byt prostiedi ztratové. To podle () znamena, ze jeho vinova impedance je komplexni Cislo, a proto
by pii dopadu z bezeztratového prostiedi na prostiedi ztratové dochazelo k odrazu. Tento problém lze
vyftesit tehdy, mé-li pohltivé prostiedi nejen komplexni permitivitu, ale i permeabilitu (tedy dochazi ke



vzniku tepla pfi prepolarizovani kterékoli z intenzit pole). Impedanci takového prostiedi mtizeme

popsat vztahem
P

ve kterém o' zastupuje ztraty pii pfemagnetovavani prostiedi. Takto 1ze konstruovat pohlcujici
materialy umoznujici bezodrazové piikryt kovové konstrukce. Podobnym zptsobem je v ¢asové oblasti
navrzeno prostiedi, které ma oba typy ztrat a umoziuje €¢inné pohltit viny nezavisle na sméru dopadu.
Zakladni myslenka je dale uvedena podle [2.6] pro vinu TE, ktera ma na rozhrani x = 0 slozky

E ,E,,H_.Nejprve vyuzijeme linearity Maxwellovych rovnic a rozd€lime slozku A _ na dva dily

Hzx,sz:
OF
0ok =9 (1. +H,) 2.57)
ot oy
OF o
& ——+o0 E =——\H_+H 2.57
" ot v 8x( - Zy) (237)
Ty 'H 9E, (2.58)
*+o0 'H_ =- .
ILIO 8t x zx ax
OH OE
U,——+o 'H =—= (2.59)

Uvedena soustava rovnic ve vztazich (2.58) a (2.59) umoznuje oddélit slozky intenzity
magnetického pole podle toho, se kterou slozkou intenzity elektrického pole rovinné viny souvisi.
Navic nyni mame k dispozici celkem Ctyfi vlastnosti prostfedi, kterymi miizeme ovliviiovat odraz vin,

totiz o ,0 ', c,, O, '. Pokud bude mit prostiedi prvé dva z té€chto parametri nenulové, bude

pohlcovat vinu $ifici se ve sméru y, pokud budou nenulové druhé dvé “vodivosti”, bude prostredi
ucinng pohlcovat vlnu §ifici se ve sméru x. Tak je navrzeno uspofadani numerického modelu, ktery je
ohrani¢en dokonalym vodi¢em. Vodi¢ na okraji je ptikryt vrstvou “pohltivého materialu” — PML — tak,
ze ztraty tohoto materialu postupné smérem od povrchu ke kovu rostou, pficemz je dodrzeno podminka
impedance shodné s volnym prostorem

' o o'
pripadné —-=—- (2.60)
& H & Hy

Amplituda vIny je tlumena takto:

UX

X

o, cos® o,sin®

U] =[Uge #¢ e @ (2.61)

kde thel @ je thel sevieny mezi intenzitou £ dopadajici viny a osou y. Na piislusnych sténach
jsou umisténa prostfedi pohlcujici vzdy pouze vinu dopadajici ve sméru normaly. Prostiedi v rozich,
kde se jednotlivé stény piekryvaji, ma nenulové vSechny ¢tyii slozky “vodivosti”, viz obr. 2.4..Autor
[2.6] udava, ze pro u¢inné potlaceni odrazd na uroven —70 dB postacuje pét vrstev PML, z nichz kazda
ma silu jedné buiiky numerického modelu. Ztraty jednotlivych vrstev silnych O rostou tak, ze
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O, = Proax (J/ o )" , pfitom p znaci bud’ o nebo o . Koeficient odrazu v zavislosti na thlu dopadu

viny je pak
20

dcos®

O max

R(@):e (n+l)gyc

Pro vinu Sifici se rovnobézné s rozhranim vychazi sice velky odraz, takova vina je vSak uéinné

utlumena sousedni st€énou s PML.

(2.62)

PML s parametry PML s parametry PML s parametry
(03.,04,01,62) (0.0.01,62) (03,04,61,62)
&
PML )} | /o e PML
S parametry Zdroj vin $ parametry
(63,64,0,0) (63,04,0.0)

(63.04.01.62)
PML s parametry

(0.0,51,62)

PML s parametry

2

viny sméiujici od zdroje k PML

Obr. 2.4. Tlustrace pouziti PML

(63.04,61,62)
PML s parametry

dokonaly vodic¢

Koncept PML (n€kdy téz nazyvany podle svého autora Berengerova okrajova podminka) umoziuje
dostate¢né ucinné potlaceni odrazl pro naprostou vétSinu aplikaci. V novéjsSich pracech byla

2.2.5. Stabilita algoritmu

Pro feseni elektromagnetickych poli metodou FDTD? ma velky vyznam uréeni velikosti tzv.
maximalniho stabilniho ¢asového kroku. Pokud zvolime ¢asovy krok velmi maly, bude vypocet jisté
stabilni, bude vSak velmi narocny na zdroje (pfedevsim na Cas vypoctu). Naproti tomu piilis velky
Casovy krok vede nevyhnutelné k nestabilité, tedy k tomu, Ze vypoctené hodnoty v nékterych uzlech
sit¢ postupné rostou nade vSechny meze. Mame-li zajistit stabilitu vypoctu, musime piesné¢ urcit nebo
alespon priblizné urcit kritickou hodnotu ¢asového kroku. Za kritickou hodnotu ¢asového kroku

> Méame na mysli vypocet s vyuzitim centralnich diferenci v ¢asové i prostorové oblasti, tak jako v celé kapitole

2.



povazujeme takovou jeho velikost, kdy kazdy krok vétsi nez kriticky vede k nestabilité¢ vypoctu. Jeho
velikost je presné znama pro rozlehlé sité v kartézském soufadném systému, kde je dana vztahem
(2.44). Pro ktivocaré soutadnice je dosud velikost kritického kroku ¢asto odhadovana metodou pokusu
a omylu, pro nékteré ptipady siti jiz byla stanovena (napt. [2.9, 2.10]).

Pokusme se nyni nazorné pfiblizit princip potencialni nestability u FDTD algoritmu: Sit’, ve
které je provadén vypocet, ma konecné rozméry. Modeluje téleso o koneénych rozmérech. V objemu
tohoto télesa muze elektromagnetické pole kmitat na celé fadé frekvenci. Témto frekvencim ptislusi
ruzné zpusoby rozloZeni elektromagnetického pole — médy. Je znamo, Ze feSenim Helmholzovy
rovnice pro pole v takovém objemu je mnozina tzv. modu (jistych rozlozeni pole) a k témto moédim
ptisluseji tzv. charakteristicka cisla. Je zvykem sefadit a ocislovat moédy pfirozenymi Cisly podle
vzristajicich charakteristickych ¢isel. Kdybychom kterykoli méd pouzili jako pocatecni podminku pro
Maxwellovy rovnice a chtéli znat jeho vyvoj v Case, zjistili bychom, Ze jeho prostorové rozlozeni se
neméni, pouze dochizi ke zménam amplitudy vrytmu casové zavislosti. Pokud je prostredi
v uvazovaném objemu linearni, jde o zavislost harmonickou s frekvenci umérnou pfislusnému
charakteristickému ¢islu modu. Tato situace je obdobna i v diskrétnim piipade:

Resenim FDFD rovnic je mozné ziskat (diskrétni) mody s p¥islugnymi charakteristickymi
hodnotami. Kdybychom néktery z téchto moda polozili jako poc¢atecni podminku pro algoritmus
FDTD, ze kterého dané FDFD rovnice vznikly, vysledkem by byl tento mod, kmitajici v rytmu jisté
(diskrétni) ¢asové zavislosti s frekvenci imernou charakteristickému ¢islu a ¢asovému kroku FDTD.
Kdybychom pak pouzili vys$si mdd (s vyssim poradovym ¢islem), kmitani by melo (pfi stejném
¢asovém kroku) vétsi frekvenci. V pripadé modelované struktury je po¢et modu (a rezonanénich
frekvenci) neomezeny. V piipad¢ diskretizovaného modelu odpovidaji vlastnim modim struktury
vlastni mody diskretiza¢ni mtize modelu. Zde je vSak zvétSovani frekvence limitovano, na rozdil od
spojitého piipadu, vzorkovanim casové zavislosti. Pokud jiz reprezentaci modu nedovoli mala hustota
sit€ v Case (frekvence jiz nemiiZze byt zobrazena, nebot’ nesplituje podminku danou vzorkovacim
teorémem), dojde ke kvalitativné odlisnému jevu — k exponencialnimu ristu amplitudy modu, tedy k
nestabilité.

Mohlo by se zdat, Ze nestabilit¢ mizeme zamezit takovym zpisobem buzeni modelu, aby v siti
FDTD nebyly ptitomny nestabilni médy. Konecna piesnost aritmetiky pocitace vSak zplisobi, ze se
v siti vzdy objevi vSechny mozné mody, piesnéji vSechny mody, které zvolena prostorova diskretizacni
sit’ mlize reprezentovat. Pokud jsou mezi nimi i médy nestabilni, jejich amplituda s ¢asem roste, mize
v relativné kratkém ¢ase mnohokrat prevysit amplitudu stabilnich modu a zpisobit tak pfinejmensim
ztratu presnosti, ptipadné naprosté zhrouceni vypocta.

Pro praktické vypocty je tedy nezbytné zajistit stabilitu vSech mod, které se mohou v siti
vyskytnout. k nestabilit¢ dojde, pti zvySovani ¢asového kroku, diive u médu s vyssi charakteristickou
hodnotou. Nastésti je diskrétnich modi jen koneény pocet, na rozdil od spojitého pfipadu, a existuje
tedy mod s nejvy$§im charakteristickym &islem. Casovy krok tedy lze nastavit tak, aby byly stabilni
vSechny mody. Pro urceni kritického ¢asového kroku FDTD je tedy rozhodujici nejvyssi
charakteristicka hodnota modt odpovidajicich FD rovnic. Z teoretického hlediska je tim tloha
vyfesena, zbyva jen rozebrat n¢které zptisoby feSeni FD rovnic.

Zaved’'me nejprve nasledujici zapis Maxwellovych rovnic, ve kterém je pomoci
centralnich diferenci rozepsana pouze ¢asova zmena veli¢in pole:

Uvazujme diferenéni rovnice FDTD, ve kterych je pomoci indexu (n) rozepsané pouze ¢asové
schéma:

E™ =a,E" +b,VxH"? (2.63)
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H"? =q,H"*~b,VxE" (2.64)

koeficienty a,, a,,, b, a b,, vyplyvaji z vlastnosti prostredi a velikosti Casového
kroku. Méjme nyni néjaky vlastni mod dané struktury:

En — ES e./éo” (2653)
7S gielnt) (2.65b)

ESa H® jsou, podobn¢ jako ve vztazich (3), vektorové vzorkované funkce, zavislé na
prostorovych soufadnicich, komplexni a nezavislé na Case. Diskretizace (vzorkovani) v prostoru neni
znazornéno zadnym indexem; toto vzorkovani vyplyva z prostorového uspotradani diskretizacni sité.
Nebudeme jeho tvar omezovat, abychom neomezili pouzitelnost postupu, ¢ koresponduje s thlovou
frekvenci.

Casova zavislost ve tvaru (2.65) skuteéné piinese po dosazeni do (2.63 a 2.64) vysledky.
Ziskame totiz

(e”%w —a,e’™” )L ES =+VxH* (2.66)
by
4+l _ 1 1 = — =
(e B _g e jzw)_ HS =—VxES (2.67)
bM

Tyto vztahy pfedstavuji rovnice pro neznamou ¢ . Casova zavislost (2.65) je omezena (jinak
feceno ,,je stabilni*), pokud

Im{p}>0 (2.68)
Pokud tuto podminku zaru¢ime pro vSechny mozné hodnoty neznamé ¢, bude stabilni i cely

algoritmus FDTD. Koeficienty na levych stranach soustavy (2.66) jsou zavislé na ¢asovém kroku Af,
proto tento krok bude ovliviiovat i vysledna feSeni ¢ . To poskytuje nadéji, ze volbou ¢asového kroku
bude skuteéné& mozné zajistit podminku (2.68). Uplnou diskusi je vSak nutné provadét pro konkrétni
zpusob rozpisu koeficientt a,, a,,, b, a b,,.

Pfedpokladejme nyni bezeztratového prostiedi a koeficienty a, =a, =1, b, =At/8 a

b,, = At/ . Pro piehlednost v dal§im budeme vynechame horni index S, nebudeme zdiraziovat
komplexni charakter veli¢in. Soustava (6) po upravé nasleduje:

jZsinlp)e E =+VxH (2.69)
k
22 il 2 g v
jEsinlo)uH =-VxE (2.70)
| S —

V téchto vztazich jsme definovali (pomoci svorek) koeficient k. To umozni provadét vypocet casového
kroku ve dvou nezévislych krocich: Ur¢ime-1i z uvedenych rovnic nezndmou £, plati

LiAt = sin(L ) (2.71)

Na hranici stability je ¢ =7 (vzorkovéni v Case pak probiha praveé dvakrat za periodu).



Pro urceni ¢asového kroku na hranici stability, tedy kritického ¢asového kroku Az, , musi byt do
(2.71) dosazena nejvetsi mozna hodnota koeficientu & (tj. k,, ) ze vSech moznych feseni soustavy (2.69,

2.70). Nestabilita nastava pro At > At, . Potom
Tk, At =1 (2.72)

Pro urcéeni kritického ¢asového kroku je nezbytné fesit soustavu rovnic (2.69, 2.70). Nastinime
zde pouze feSeni, které odpovidd 2-dimenzionalnimu FDTD algoritmu, popisujicimu pouze uréitou
podmnozinu moédu:

jhuH, =—(Vx[E,E,,0]) 2.73a)
jke E. = +(€ x[0,0,H. ])x (2.73b)
jke E, =+Vx[0,0,H.]), (2.73¢)

Soustava vektorovych rovnic (2.68) je zde rozepsana po slozkach.
Soustava (13) piedstavuje diskretizovanou Helmholzovu rovnici.

—1(Vx| L x[0,0,4.)), . 2(¥x[0,0,H.], , 0 | )+

o, (2.74)
+k’H, =0

Pro dané rozlozeni vzorkli H _ je vycislen ¢len gLﬂﬁzH . ve vSech bodech sité a tyto hodnoty

jsou pouzity k vypoctu k pomoci (2.74). Protoze rovnice (2.74) v této fazi postupu nemusi platit pro
dané rozlozeni H _, dostaneme odli§né hodnoty k (k) v kazdém bod¢ i sité. Rayleigho vztah (viz nize)

je pouzit pro vypocet odhadu & (tj. k) z hodnot k,. Oznaéme dané rozlozeni H_ jako H! (n-ta

estim

iterace). Pomoci vztahu (2.74) je vypoc¢itano nové rozlozeni (iterace n+1) vzorkd H  :

LV H! +ky H! =0 (2.75)

estim

Procedura je zastavena, kdyz je zména k mezi iteracemi je dostatecné mald a odhad provadime

estim

pomoci Raileigho vztahu [2.16, 2.17]

Z (Hz,i )Z ki
A (2.76)

estim z (HZ’ i )2

K tomu, aby vysledkem popsaného postupu byla spravna hodnota & (a tedy i vysledny kriticky
¢asovy krok At.), pouzijeme byt diskretizaci FDFD jako prostorové schéma piivodni metody FDTD.

Popsanou itera¢ni metodou lze fesit 1 slozité tvary siti za pritomnosti vice dielektrik.
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2.3 Programy v MATLABu

Popsané algoritmy konecnych diferenci byly implementovany v prostiedi MATLAB v6.1.
Zvolenou testovaci lohou je analyza rezonanc¢nich frekvenci trojrozmérného dutinového rezonatoru o
rozmérech 20%30%50 mm.

2.3.1 Program FDFD

Program vyuzivajici metodu konecnych diferenci ve frekvencni oblasti (FDFD) fesi problém
vlastnich Cisel prisluSnych k matici soustavy A (2.7). Z takto ziskanych vlastnich ¢isel 1ze po
jednoduché tipravé ziskat rezonanéni kmitoéty dané struktury. Reena je pouze jedna slozka E pole,
pro kterou jsou na sténach rezondtoru stanoveny pfislusné okrajové podminky. Na ¢tyfech sténach
rovnobéznych s danou slozkou je zavedena Dirichletova okrajova podminka a slozka zde musi byt
rovna nule. Na zbyvajicich dvou protilehlych sténdch kolmych k vySetfovanému vektoru musi byt
splnéna Neumannova podminka, a to pomoci sud¢ symetrie slozky podle rozhrani. Zbyvajici dve
slozky pole mohou byt jednoduse vyfeSeny permutaci rozmért rezonatoru. Jednotlivé slozky tak nejsou
umistény ve stejnych bodech v prostoru, ale prokladané, tedy analogicky Yeeovu algoritmu. V tivahu
byly brany vSechny prostorové mody, tedy sjednoceni vysledk vsech tii slozek.

V tabulce 2.1 je uvedeno prvnich deset vypoctenych rezonanénich kmito¢td pro rizné hustoty
sité. Zakladni diskretiza¢ni sit’ ma rozméry 2x3x5 bun¢k, jemnéjsi sit€ maji dvojnasobnou,
pétinasobnou a desetinasobnou hustotu bunék na hranu. Chyba rezonan¢niho kmito¢tu s frekvenci
stoupa, avsak uz pro pétinasobné hustsi sit’ nepfesahuje jedno procento.

vidova Rezonanéni kmitoéty [2.GHZz]

Cisla Zjemnéni sité presné
m,n,p Zadné 2x 5x 10x fedeni
0,11 5,609 5,772 5,818 5,825 5,827
0,1,2 7,364 7,693 7,787 7,800 7,805
1,0,1 7,364 7,890 8,043 8,065 8,072
1,1,0 8,264 8,817 8,977 9,000 9,008
1,1,1 8,775 9,309 9,464 9,486 9,494
1,0,2 8,775 9,388 9,564 9,590 9,598
0,1,3 8,775 9,974 10,238 10,276 10,289
0,2,1 9,076 9,999 10,363 10,416 10,433
11,2 9,988 10,608 10,787 10,812 10,821
0,2,2 9,988 11,218 11,583 11,636 11,654

Tab. 2.1 Rezonanéni kmitoéty ziskané metodou FDFD

2.3.2 Program FDTD

Algoritmus zalozeny na metod¢ konecnych diferenci v casové oblasti (FDTD) aplikuje Yeeho
algoritmus (2.20-2.25) pro homogenni a bezeztratové prostredi. Pocet ¢asovych kroki potfebnych pro
ziskani dostate¢né ptesnych vysledki je zde dan pozadovanym frekvencnim rozliSenim ve spektru.
Vybuzeny jsou vSechny tii prostorové slozky elektrické intenzity v jednom programovém béhu a
vSechny tfi jsou také snimany. Tim ziskéame tfi spektra se tfemi sadami rezonancnich kmitoctd, jejichz
sjednocenim opét dostaneme Uplny soubor rezonanci vSech prostorovych vidi. Buzeni a snimani je



provedeno v protilehlych rozich rezonatoru, ¢imz je zajisténo vybuzeni vSech pozadovanych vida.
Budicim impulsem je jednotkovy impuls.

V tabulce 2.2 jsou opét uvedeny vypoctené rezonancni kmitocty, tentokrat pro metodu FDTD.
Ptesnost je fadove stejna pro obé metody.

Vidova Rezonanéni kmitocty [GHZ]

Cisla Zjemnéni sité pfesné
m,n,p Zadné 2x 5x 10x fedeni
0,1,1 5,693 5,794 5,822 5,825 5,827
0,1,2 7,560 7,746 7,796 7,803 7,805
1,0,1 7,560 7,948 8,053 8,067 8,072
1,1,0 8,547 8,898 8,990 9,003 9,008
1,1,1 9,118 9,404 9,479 9,490 9,494
1,0,2 9,118 9,485 9,580 9,594 9,598
0,1,3 9,118 10,091 10,257 10,281 10,289
0,2,1 9,458 10,117 10,383 10,421 10,433
11,2 10,512 10,750 10,810 10,818 10,821
0,2,2 10,512 11,387 11,612 11,643 11,654

Tab. 2 Rezonanéni kmitoéty ziskané metodou FDTD
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Obr. 2.5 Spektrum odezvy ziskané metodou FDTD pro slozku E,, 10x zjemnénou sit’ a frekvenéni
rozliSeni 1 MHz

Doba vypoctu je pro metodu FDTD mnohem vétsi, i kvili nastavenému frekvencnimu rozlisSeni
1 MHz. Pti pouziti hrubsiho spektralniho rastru, napt. 10 MHz, by se pfesnost ode¢tu rezonan¢nich
frekvenci ze spektra snizila na 2 desetinna mista, avSak zaroven by klesly strojové ¢asy na desetinu
puvodnich hodnot. Take je tfeba mit na paméti, Ze program FDFD je nutné prob&hnout tiikrat pro
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ziskani uplného souboru frekvenci, zatimco FDTD pocita se vSemi slozkami elektrického pole
soucasné.

Strojovy €as [hod:min:sec]
program zjemnéni sité
zadné 2x 5x 10x
FDFD 0:00:00 0:00:00 0:00:04 0:03:45
FDTD 0:00:10 0:00:27 0:15:00 6:52:01

Tab. 3 Strojové ¢asy programi FDFD a FDTD

Ze srovnani vypocetnich ¢asii vychazi metoda FDFD vitézné. Piesto vSak je metoda FDTD v praxi
vyuzivana mnohem vice. Zatimco metoda FDTD provedla ve srovnavacim testu kompletni vypocet
¢asového vyvoje pole v dané struktute, byly metodou FDFD stanoveny pravé jen rezonancni
frekvence. Zatimco metodou FDTD umoziuje feseni Siroké tfidy uloh, je metoda FDFD pro feSeni
obecnych tfidimenzionalnich struktur pouzitelna jen omezené. Metody proto bylo mozno srovnat jen
pfi analyze problému, ktery je fesitelny obéma pfistupy, coz v uvedeném piipadé znamena feSeni
problému ,,$itého na miru* pro metodu FDFD.
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